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1. Definitionsbereich

Zuerst bestimmt man den Definitionsbereich D von x, fiir den die Funktion f(x) definiert ist.

Das bedeutet: 1) fiir ganzrationale Funktionen ist D =R

2) fiir gebrochene Funktionen sind die Nullstellen des Nenners auszuschlieSen
3) fiir Wurzelfunktionen sind die Bereiche mit negativen Werten unter der
Wurzel (Radikand) auszuschlieBBen, ebenso gilt das fiir Logarithmusfunktionen

Beispiel:
f(x)=2x-¢* D=%R

x?—=3x+2

f(x):2 3 D=R"

4x -2
f(x)=——— D=R\{-%20
®) 3x% +4x =30

1

Vx-1

f(x)=In(x) D=R"’

f(x)= D=9%\{X|XS1}

2. Symmetrie

Mit der Symmetrie gibt man an, ob eine Funktion gerade oder ungerade ist, und ob sie iiberhaupt

symmetrisch ist.

Gerade bedeutet, dass die Funktion symmetrisch zur Y—Achse ist, ungerade dagegen, dass sie

punktsymmetrisch zum Ursprung — dem Nullpunkt — ist.

Definition:

gilt f(—x) =1(x), so ist die Funktion achsensymmetrisch

gilt f(—x) = —f(x) , so ist die Funktion punktsymmetrisch

Beispiel:

Es ist zu untersuchen, ob die Funktion f zu f(x) = x* —2x* +1 gerade oder ungerade ist.

f(—x) = (-x)' —2(=x )’ +1=x* —2x* +1=f(x)

Hier gilt die Bedingung f(—x) = f(x) , somit ist die Funktion achsensymmetrisch.
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3. Verhalten im Unendlichen

Der Grenzwert einer Funktion fiir x strebt gegen £Unendlich wird untersucht.

Beispiele:
X0 =2xP 41 4x -7 ) . .
lim —————= lim x-2+———-, das bedeutet, die Grenzkurve ist eine Gerade mit
X—10 X" =4 X—>100 X =4

der Gleichung y=x-2

lim sin(x) — kein festes Verhalten fiir x — o0, aber die Funktion hat die Periode 2x,

X—>to0

denn es gilt sin(x + 2x-k) =sin(x) mit ke Z

Hilfestellung:
3 A2
den Term ¥X4+1 mittels Polynomdivision aufspalten:
X —
(x3 -2x° +1): (x2 —4)= X—2+ 4)2(_1
X —

—!X3—4X’
%—2x" +4x

—(—2x2 +8)

% +4x—-8+1=4x-7
4. Grenzwert

Grenzwerte zeigen das Verhalten einer Funktion an, wenn sie gegen eine Zahl x =x, lduft. Dabei
gibt es mehrere Varianten:

der Grenzwert strebt gegen Null;

der Grenzwert strebt gegen + Unendlich;

der Grenzwert strebt auf eine Gerade g;

der Grenzwert strebt gegen einen Punkt P(x,y);

Definition:

Grenzwert der Funktion f an der Stelle x =x,: limf(x)=g, wobei x, eine bestimmte

X—Xg

Zahl ist.
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G. Danielak
Weiterhin gilt: lim [fl (x)*f, (x)] =g tg,
)}l_gl [fl x)-f, (X)] =88
lim[w} =& , wobei g, #0 sein muss!
ox £,(X) | g,
Beispiel:
lirroli2 =00 Man nennt die Stelle x =0 eine Unendlichkeitsstelle (Polstelle) der Funktion.
x—=0 X
1- lirr(}l =—oo und r— lirr(}l =0 Diese Stelle x =0 bezeichnet man hier als Polstelle mit
x>0 x x>0 x
Vorzeichenwechsel, da sich der linksseitige Grenzwert
vom rechtsseitigen unterscheidet.
. x'-1_ 0 L Lo oxP-1 2%
lim = — , daraus ergibt sich nach der Regel de I’Hopital: lim =lim—=2
x—1 X_l ,.O x—1 X_l x—1 1
die Regel von de I’Hopital lautet: lim fx) = lim fv(x)
Srg) o g'(x)
5. Stetigkeit

Die Stetigkeit ist eine Erweiterung des Grenzwertbegriffes, man bendtigt die Stetigkeit um
damit die Differenzierbarkeit (d.h. die Ableitung [=Steigung]) geltend zu machen.

Definition:

lim f(x,) = f(x) , das bedeutet, dass der linsseitige und der rechtsseitige Grenzwert

Beispiel:

limsin(x +h) = }ligol[sin(x) -cos(h) + sin(h) - cos(x) | = sin(x)

gleich dem Funktionswert sind.

sin(x) 1 0  cos(x)
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6. Monotonie
Die Monotonie gibt an, ob eine Funktion f in einem Intervall [a ; b] (streng) monoton steigt
oder (streng) monoton fdllt. Ist die Funktion steigend, so liegen die Funktionswerte der

1. Ableitung alle im positiven Y—Bereich, fallt sie, so liegen die Funktionswerte der 1. Ableitung
im negativen Bereich.

Definition:

X, <X, und f(x,)<f(x,) = streng monoton steigend = f'(x)>0

X, <X, und f(x,)<f(x,) = monoton steigend = f'(x)>0

X, <X, und f(x,)>f(x,) = streng monoton fallend = f(x)<0
X, <X, und f(x,)>f(x,) = monoton fallend = f'(x)<0

Beispiel:

Es ist zu untersuchen, ob und gegebenenfalls iiber welchen Bereich die Funktion f zu
f(x) =x’ —3x* + 6x —4 (streng) monoton steigend ist.

f(x)=x"-3x" +6x -4
= P(x)=3x> —6x +6=3-(x = 2x +2)=3-(x =1 +3

Nun gilt aber fiir allex eR: 3-(x—1)2 +3>0, also f'(x)>0. Somit ist die Funktion
streng monoton steigend iiber ‘R .

7. Nulistellen
Nullstellen einer Funktion, d.h. f(x)=0
Beispiel:

wo hat die folgende Funktion f(x) ihre Nullstellen?

2
f0=2"% _0e3x-x>=0ox (3-x)=0cx, =0 v x,=3
4x° -2
f(x)=3-2-sin(x)=0 hier gibt es keine Nullstellen, da der Term 2 -sin(x) fiir alle x

nie den Wert 3 annimmt



University of Applied . .
Science}; Colopgpne Mathematlk Tutorlum

Campus Gummersbach

Dipl.-Ing. (FH) Kurvendiskussion KD-05
Dipl.-Wirt. Ing. (FH)
G. Danielak Stand: 19.03.2006; RO
3-sin(x )
f(x) = ()=0©3~sm(x)=0©x=k-n und keZ

2x% —4
8. Extremwerte

Extremwerte geben an, ob eine Funktion f an einer Stelle x = x, einen Hochpunkt (Maximum)
oder Tiefpunkt (Minimum) besitzt. Der Nachweis wird iiber die zweite Ableitung durchgefiihrt.

Definition:
f(x)=0 - Extremwert
und
f'(x)<0 - Maximum
f'(x)>0 - Minimum
Beispiel:

fix)=2-(x-3)’
= f(x)=-2-(x-3)=-2x+6
= f'(x) =2

fx)=0< -2x+6=0
& x=3 Extremwert bei x =3

f'3)=-2<0
Maximum mit den Koordinaten H(3;2)
9. Wendepunkte

Wendepunkte geben an, an welcher Stelle x = x, der Graph von einer konkaven zu einer konvexen
Kriimmung iibergeht oder umgekehrt. Der Nachweis erfolgt mit Hilfe der zweiten Ableitung.

Definition:
f'(x)=0 - Wendepunkt
und

f"(x)=0 - zwingend fiir den Wendepunkt
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Beispiel:

f(x)=x’ -3x* +6
= f'(x) =3x" - 6x
=>1'x)=6x—-6
=1{"x)=6%#0

f'x)=0=6x-6=0
<Sx=1 Wendepunkt bei x =1

Wendepunkt mit den Koordinaten W(1;4)
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Ein Beispiel fiir eine Kurvendiskussion:

x2+3

Diskutiere die Funktion f fiir die gilt: f(x)=

1. Definitionsbereich
Fiir diese Funktion darf der Nenner nicht Null sein, d.h. x—1=0<> x =1 demzufolge ist D =R"

2. Symmetrie

(-x) +3 _ x? +31 +f(x) % %)

f(—x) =

— x) -1 —-x-
Die Funktion ist weder punkt— noch achsensymmetrisch

3. Verhalten im Unendlichen

2
lim 2= 3 lim (x +1+ ilj (Polynomdivision)

x>t x —1] x—>100

Die Asymptote ist eine Gerade g mit g(x) =x+1

4. Grenzwert

Diese Funktion besitzt eine Polstelle an der Stelle x, =1, die man noch genauer untersuchen muss

2
im0 und  r—1lim
x—1 X_l x—1 X_l

x2+3_

400

Linksseitiger Grenzwert ist nicht gleich rechtsseitigem Grenzwert, d.h. an der Stelle x, =1 existiert
eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel

5. Stetigkeit
. (x+h)f+3 . x’+2xh+h’+3 x> . 2xh . h*
lim =1lim =lim + lim +lim +lim
h—0 X+h_1 h—0 X+h_1 h~>OX_1 h~>0X_1 h~>0X_1 h~>OX_1
{75 N NS NS —
x* 3 x*+3
=—X_1 + 0o + 0 + -1 x-1

Die Funktion ist an jeder Stelle x stetig (differenzierbar), d.h. es existieren keine Spriinge, etc.
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6. Monotonie

x*+3 :f(x):x2—2x—3 :(x—3)-(x+1)

x—1 co1f 1)

(x—3)-(x+l)
(x~1)

Monotonie). Dafiir reicht es den Ziher Null zu setzen, weil der Nenner immer positiv ist:

f(x) =

Es ist also zu untersuchen, wann der Term positiv, bzw. negativ ist (siche Definition

()(—3)-(X+1)=0<::>X1 =3 v x,=-1

Man kann erkennen, dass fiir x <—1 der Faktor (x +1) negativ wird, der Faktor (x —3) negativ bleibt.
Die Multiplikation beider Faktoren gibt ein positives Produkt, d.h. fiir den Bereich —oo<x <—1 ist
die Funktion streng monoton steigend. Ebenso ist es fiir x >3: der Faktor (x —3) wird positiv, der
Faktor (x+1) bleibt positiv. Auch hier ist die Funktion im Intervall 3<x <+ streng monoton
steigend.

Fiir den Bereich —1< x <3 ist die Funktion streng monoton fallend, weil der Term (x —3) fiir diesen
Bereich negativ bleibt.

7. Nullstellen

2
fx) =0 XT3

=0 x*+3=0 das ist fir alle x € R nicht mdglich, die Funktion besitzt

keine Nullstellen

8. Extremwerte

f(x)=X2j3

Cx7-2x-3 (x-3)-(x+1) _ (x-1)'-4 4
TR )y POy ) S
= P(x) = 8x —&

(x—1)°

f(x)zO@w:OQ(x—3)-(x+l):O<:>x1 =—1 v x,=3

(x-1)

f'(-1)=-1<0
£'3)=1>0

Hochpunkt H (-1;-2) und Tiefpunkt T (3;6)



University of Applied . .
Science}; Colopgpne Mathematlk Tutorlum

Campus Gummersbach

Dipl.-Ing. (FH) Kurvendiskussion KD-09
Dipl.-Wirt. Ing. (FH
v G. Il)aniglik( ) Stand: 19.03.2006; RO

9. Wendepunkte

00 - xzj-13

e XZ(X__Z’I‘)? L _(j)_g’)” ). (X(; 1_)1)24 -
= f"(x)= (X__zf)

P =0 X8 o gx-8=0ex =1

(x-1)°

f''(1) ist zwar nicht definiert, allerdings ungleich Null. Damit f'"'(x) =0 wird, muss der Zahler Null

werden. Dort steht allerdings eine Konstante Zahl ungleich Null, damit Wendepunkt an der Stelle
x=1
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. . ) . T 3-sin(x
Diskutiere die Funktion f fiir die gilt: f(x) = 4
2 —sin(x)

1. Definitionsbereich
Der Nenner kann niemals Null werden, daher gilt: D =R
2. Symmetrie

3-sin(-x) _  3-sin(x)
2—sin(-x)  2+sin(x)

f(—x) = # —f(x) # f(x)

Die Funktion weder punkt— noch achsensymmetrisch
3. Verhalten im Unendlichen

m 3-sin(x)

2 sin(x) — kein festes Verhalten fiir x — oo, f(x+2n-k)=1(x) mit k € Z Beide Terme haben
X—>tw ) — SIn(x

die Periode 2w, damit hat auch die Funktion die Periode 2n
4. Grenzwert
der Nenner kann niemals Null werden, die Funktion besitzt keine Polstellen

5. Stetigkeit

L 3sin(eth) 3 [sin(x)-cos(h) —sin(h)-cos(x)] _ 3-[sin(x)-1-0-cos(x)] _ 3-sin(x)
150 2 —sin(x +h) 10 2 —[sin(x)- cos(h)—sin(h)-cos(x)] 2—[sin(x)-1-0-cos(x)]  2—sin(x)

Die Funktion ist an jeder Stelle x stetig (differenzierbar), d.h. es existieren keine Spriinge, etc.

6. Monotonie

3-sin(x) = f(x)= 6-cos(x)

fx) = 2 —sin(x) B [2 - sin(x)]2

f(x)=0< 6-cos(x)=0< cos(x)=0<=x =§-(2-k—1) mit ke Z Fir x <% ist der Zahler positiv,
der Nenner bleibt immer positiv, d.h. die Funktion f(x) ist streng monoton steigend. Fiir
%n <x< %n ist der Zdhler negativ, also f(x) streng monoton fallend. Zwischen én und 2m ist die

Funktion wieder streng monoton steigend, weil f'(x)>0.
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7. Nullstellen

3-sin(x)

fx) =0 2 —sin(x)

8. Extremwerte

3-sin(x)
"2 sin(x)
6-cos(x)
[2—sin(x)[
6-sin’ (x) —36-sin(x) + 24
[2 -sin(x)]*

f(x)

= f(x)=

= '(x) =

f(x)=0©6~cos(x)=0<:>cos(x):0<:>x:g-(}k—l) mit k e Z*°

=0 3-sin(x)=0 < sinx) =0 x =k -1 mit ke Z*°

Hochpunkt H [%n ;— 6) und Tiefpunkt T (%ﬂ: ; %j

9. Wendepunkte

fx) = 2O

2 —sin(x)
=>f(x)= [2 _ sin(x)]2
= f'(x) = 6 Sin3(x) -36- SinA‘(X) 124

2 —sin(x)]
P (x) = 6-cos(x)- [sin3 (x)+6-5in(x)—18-sin(x) + 4]
[2 —sin(x)[

f'x)=0< 6-sin”(x) —36-sin(x) + 24

[2 — sin(x)]4

&sin(x)=—/3+1<x =

=0 < 6-sin°(x)—36-sin(x) +24 =0

1,354
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= 1=6,94%0
1,354

T
Wendepunkt W ;A3
P (1,354 \/_j




